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整数解を求める問題を含むとともに， また非線型計画問題 (non1 inear pro-










数計画問題 (pureinteger programming problem) とよぶことにする。他の
1ワは，線型計画問題に含まれてし、るすべての変数ではなしそのうちの幾フ
かの変数が整数値をとるように要請されている場合であり，これを混合型整数




(1.1) L: a，*押さ三Qi (i=l， 2， ..附) (aij* 整数値)
ただし，叫はすべて非負の整数値 (j=l， 2， 的
という制約のもとで
n 
(1. 2) z=向。*十FfJ(一的 αJ 整数値)
壱最大にせよ。
このような純粋型問題について， R. E. Gomoryは，“Methodof Integer 





ら始めよう。 R.E. Gomoryの MIF法に従えば， 変数に与えられている整
数条件については何らの考慮も払わずに問題を解くことを最初に試みる。
通常のジンプレッグス法 (simplexmethod) に基づいて， (1. 1)の各不等





(1.3) x/=向。本十五向戸(一内 (i=1， 2， ・，隅)
ただし，向。*は(1.1)の Q，
(475) 63 
ここで，線型計画の言葉を借りれば， (1. 3)における M は基底変数 (basic
variable)であり，的は非基底変数 (non-basicvariable) とよばれるもので
ある。非基底変数の異なった集合を選ぶという'.//'プレッグス法の一連のピ




lt/=向。+~ a，，( -tJ) 戸1， 2， m) 
ただし， (1.4) における t/は-:/，yプレヅグス法を適用した場合，その最
終段階としての基底変数であり a" はそれらをそのときの非基底変数，tjで






















[z='.ao + ~ aOf( -tj) 
(1.5) J"' 
lt/=αけ呂向j( む (i=1， 2， m') 
ただし， (1. 5) における α。 a"はすべて非負の値をとっており，従ってそ





以上の乙とから MIF法が通常の，:/， yプレック 2法と非常に類似している
ことがわかるが， その異なる点として， MIF法 Cは新しい制約式を系統的に
付加していくことによって， (1.4)におけるすべての係数，向j を整数に保つ
という点にある υ その結果として，最適整数解が与えられるのである。そして，




(1.6) 町+2x，';: 5 
(1. 7) 3%， +叫三4
ただし， %10 %2はともに非負の整数値
という制約のもとで
5) もl...解が有'1'Eするならば」という条件のもとであることは いう支でもな". 
6) Gomory & Bau mol， (5)， p. 527 
7) μcutting plane'の定義については， Dant:ng， [3]. p. 520 
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(1.8) z~4X， +X2 
を最大にせよ。
まずこの問題のうち，変数に与えられている整数条件壱無視した通常の線型
計画問題の実現可能領域 (feasibleregion)が，第 1図において多角形，OABC 
によって重量わされているo
α b' ， 




れを整数格子点 (integerlattice point) とよぶことにする。
われわれは，通常の線型計画問題の最適解が，実現可能領域の境界線上にあ
ることを知っている。そこで，もしこの実現可能領域，OABC号実現可能な整
数格子点の凸包 (convexhull) ， 即ち第 1図における斜線部分，OD亙F にま
で縮めることが出来るならば，そのときわれわれは，整数計画問題の最適解を
その凸包の境界線上に見い出しうる o その理由は 2つある。 (i) 実現可能な
整数格子点の凸包が，もとの問題に対するすべての実現可能な整数解壱合むと
66 (478) 第 97巻舘5号









る。しかしながら，それに対する 1つの試みとして R.E. Gomory と W
]. Baumolは，次のような諸性質を有している追加古1約式宇考案したヘ
(i) 新しく付加される制約式は，従来の実現可能領域を縮小する。













値例にそくしていえば， 第1図における aa'，砧 ，cc'は， それぞれ異なった
8) GomoTY & DaumoI， op. ciιp. 526 
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磁断平面壱表わしているひこれらのなかで最も有効なのは aa'であり，それ
に対応した制約式を追加することによって，この場合の最適整数解は A点よ
りE点に移るのである。なお，第2図は， (1. 6)， (1. 7)に51' 52 というスラ
ック変数をそれぞれ導入して等式体系に変形し，乙れらのスラヅグ変数壱両軸








ある有理数 aj が与えられたと「る。 そのとき， それをこえない最大の整
数を [ajJ*として表わせば，
(2.1). /j=aj-[ajJ*ミ0
が有理数，ajの正の真分数部分 (positIveproper fractional part)として定










10) 本節ならびに次節は，王として Dantzig.op. cit.， pp. 521-535に基づく展開である。なお1
記号は節でのぞれと杭ーする意味で置吏した。
68 (480) 曹 97巻常5号
定理 1 j=Oを除いたすべての内が非負である方程式
(2.3) t/=a，;o+刃向(-t;) Cただし， (atoJ*<a;;o) 
において，t/が整数変数であり， tjは非負であることが要請されているならば，
整数値 t(壱もたらすすべてのちについて，次の線型不等式
(2. 4) 1，'; LJ叫ん， ただし，すべての a-tj:;:::O
j~l 
が成立するが，これは j=1， 2. 仰に対してむ二Oとお〈ことによって
得られる基本解については成立しない。






勺ている。従って，左辺は非負の数値~ ji()， 1+f.削 2十f削 ・・のうちのい













(2.8) 1何三;:~ftßh ただし，すべての 1，;注O
j=1 
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と表わしたのと同じように a，!につい Cもこれ壱， 整数部分と分数部分との






(2.10) s，'~-f.句 L:f，パ -tJ) ， SiQ:20，すべてのん;:>0
J==1 
ただし，SifJは非負の整数値壱とることが要請されているスラヅグ変数であ
る。なお，(2. 10)における gの記号は s/'が Gomoryの考案した追加制約
式のスラック変数であることを表わすものとして採用しておく。
いま求めた (2.10)一ーまたは (2.8)ーーが MIF法における Gomoryの
追加制約式とよばれるものにあたり，幾何学的には，第1図に描かれた αdの
ような直線に対応するものである。従って，この新しい制約式は，前節で指摘




(v) もしも新しい追加制約式 (2.8) を， (1. 1)におけ右も左の変数叫. Xj 
で表わすならばぞれは全整数不等式 (all-integerinequality).即ち，すベ
11) (i). (iii)については，簡単に判明しよう。(ii)については Gomory & Baumol. op. cit.， 
pp. 526-527，脚注3を参照。 (iv)の証明はj かなり難しいがある条刊のもとですでに明らかに
されている。G-omory，(6)， pp. 287-291; Dantzlg， ot.， cit" pp. 532-535参問。




(vi) もしも新しい泊加制約式， (2.8)を， (v)に従ってもとの変数町で
表わすならば， そのとき得られる定数項を人為的資源制約(artificiaI 
resource limit) と見なすことができ， それを，>問に対する Q，と書く
ととにする U そうすれば， もとの問題でのすベての Q，--~Pち(1. 1)に
おける z三聞に対するすべての Q， が非負であることを想定する限め
において， ，>別に芦fする Qiもまたjド負となる。
(vii) もしもある変数 Xj'の係数である al.;jl* (ただし，k=l， 2， 
"のが，もとの問題，即ち(1.1)においてすべて非負であるならば，その E






② このとき得られる解が非整数であれば，新しし、制約式 (2.10) を作り，
それ壱もとの線型計画問題に付加する。
③ 新しい制約式 (2.10) をイ寸加したことによって拡大された新しい線型計
画問題を，双対三ノ γ デレヅグス涼町で解く u
④ 亡のとき得られる解が非整数であれば，⑧へ戻ってj tl上の手順を最適
整数解が得られるまで繰り返す。
計算の途中において， (2.7)の型をした異なった方程式叫に応じて， (2.10) 
の型をしたそれぞれ異なった幾つかの制約式を作ることが可能となる場合が，
しばしば起り得るであろう。そのような場合には，②の手順におし、て，それら
14) Gomory & BaL1mol， ot. cit.， p. 527 
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17) Gomory & Baumol， op. cit.， p. 527 
18) 追加制約弐の酔済学的意義については， Baumol， (1)， pp 124ー125参照。なおy 純枠型藍
数計画問題に対する載断平商法の接近として. Bea1eはGomoryの考案による"All-Integer 
Method そあげてし、るがz 士献不足につきz 本稿では割愛した。
19) 整数計画的応用に関するすぐれた展望が， Dantz ig， (4)に与えられている。








定理 3 次の方程式.π 
(3.1) t/=a';O+2Jaii(ー ら)+2::a，( む) (ただし.[a，;o]ホ〈向。)
J'>1 J"，1:+1 
において， t/が整数変数であり ，j=l， 2， hに対するんは非負の整数









(証明) j=k+l， ... nに対する aijの符号に応じて，起りうる 2つの
場合をそれぞれ分けて考える。
(1) もしも j=k+l. nに対するすべての向2 が非負であるならば，
j=O. 1，・ kに対する a';j=(at1Jキ十んを (3.1) に代入し，これを変形
すれば次式を得る。
• • (3.4) (1/-(a，，]*+ 2:(aり〕吋，)=j，+2:ん(-t，)十三Ja';j(-tJ)
J"'1 )=1 J..厄.，
上式における左辺のすべての項は整数であり，さらに j=O，1， ... kに
対するfげならびに，j=k+l. nに対する aijがともにすべて非負であ
ることから，これに定理1を適用すれば (3.2)を得る。
21) 前者札 「離散聖教J.桂者を. r連続盟主主Jとよぶことも出来るであろうの
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(助 もしも j=k+1. ・.nに対するすべての a"が非正であるならば，
まず (3.1)にー1を乗じて， それを (3.1)'とよぶととにする。 またんの定
義から，次の関係式を得る。
(3.5) -a"=[-a，J者+!ω
そこで上式壱 (3.1)'の j=O. 1. • kに対する aij tこ代入し， 己れ
を変形すれば，次の方程式を得る。
(3.6) {-t/ [向J IE[5hJ231=ん lEん(ωJJFp(ち)
(3.4) と同様に. (3.6)における左辺のすべての項は整数であり，さらに
j-Q， 1， ・ . k に対する j'jなちびに j=k+1. 切に対する -aijが
ともにすべて非負であるととから，とれに定理1を適用すれば. (3.3)を得る。
(証明了)














ものとする。従って.-P=2Jaり (-11) (ただし.aげ二三0).N=2Ja" ( ら)
(ただし.aり <0) より ，P， Nはともに非負である o
もしもちのある値に対して. -P+N:そOが成立してい呂ならば， その左雪
ヂ4 (486) 第 97巻第5号
t/=a刊 P十N が整数でなければならないことから，/iO-P十N もまた整数で
なければならなくなる。しかしこの後者は，laiOJ*くa. の仮定より，正の値号
とる。従って 1三!iO-P十N が成立し， これはまた，fi (J ~-P十N と等しい
ことから，次の不等式壱得る。
P N ， p N (3.8) 1ζτ 十τ 孟+で








P N _ P N 
(3.10) 日一一一一一手一一十で
jio jio firJ ho 
それゆえに. (3.8) と (3.10)の両式から，むの値如何にかかわらずに，
次の不等式が成立する叫。










が，整数値tν4J，壱もたらすすベての tj に対して成立するが， これは j=l，2， 
，切に対してら=0とおくことによって得られる基本解については成立し




もしも !iJ>fiO (民IJち.fりくf"lならば，jEh 
分数変数 tfに対して




(証明) もLもらが (3.12) において整数変数であるならば，ん~fω か，
f，，>んかに応じて，ぞれぞれ αij=(aijJ*十fりか a;j=-(-aijJ*-fりかのい
ずれか一方を (3.12)に代入すれば，次式を得る。














(3.16) s，m 二 1+す一(LJf"tj十三jaijtj)十寸一(LJf"tj-LJ a，ん)
jiO JI J3 1iO J2 J4 
なお (3.16)における刑の記号は Sjm が混合型問題に対する追加制約式
のスラヅグ変数であることを表わすものとして採用してお〈。







特に整数変数にあたるものに限って， それを fリ三三fwか !ij>点。かに応じて，
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追加古l約式 (3.13) と異なったもう 1つのタイプの追加制約式壱構成すること
が可能であ志。
いま，{jcの方程式
(3. 18) t/~向。 +Lj a，， (-t，)+Lj a'j(-t，) (ただし. [aioJ*<aiO) 
.;1=1 J=-k+l 






























り，また τは 1より小さい非負の有界変数 (boundedvariable)， 従って，
分数変数として取り扱わなければならなくなる'"。
24) なお， (3，21)はj 定理3の桂半を適用することによっても，また導出できる。



























25) 追加制f正式の構成の廿方i 実現可能漏域の有界性轄につU ての条件をJナ。
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十分に検証されていない点も多いといえる。
むすびにかえて
































( 1 J Baumol， W. J" Eμ 削明日 Theo門前，d口terationsAnalysis， 1961 
[ 2 J Beale， 'E. M. L.，“ Survey of Integer Programming ヘOterationalResearch 
Quarterly， Vol. 16， No. 2. June 1965 
r 3J Dantzig， G. B.， Ltnear Progra1nt削 ngand E:densions， 1963 
[4 J Dantzig， G. B.， "On the Significance of Solving Linear Programming 
Problems with Some IuLeKer Variables'''， Ecοηοmetrica， Vol. 28， No. 1， 1960 
(5 J Gornory， R. E.， & Baumol，もN.J.， "Integer Programming and Pricing !'，
Econ肝netr1印， Vol. 28， No. 3旦 July1960 
C 6 J Gornory， R. E.， ιAn Algorithm for Integer SolutlOns to Lincar Programs "，
in Graves， R. L. & Wolf. P. (ed.)， Recent Ad叩附sin Mathematical P町 gra-
問 ming，1963 
(7 J Hanis， P. M. J.， "An Algoritbm for Solving Mixcd Intcger Linear Pro 
grammes "， Opeγ'ational Reseaγch Quarterlァ， Vol. 15. No. 2， ]une 1964 
[8J Koopmans， T. C.，“ Analysis af Production as an E曲cientCombination 
of Activ止lesぺActi町 tyAnalysis， 1051 
[9 J Land， A. H. & Doig， A. G.， "An Automatic Method of Solvis.g Discrete 
Programming Problems "， E叩削鈴tet'rica，Vol. 28， No. 3， ]uly 1960 
[10J Markowltz， 11. M. & Manne， A. S.，“ On thc Solution of Discrete Pro-
gramming Problems"， Econom百円ca，Vo1. 25， No. 1， 1957 
[l1J Vajda， S.， Mathematical Progra刑抑制'g.1961 
[12J 安部栄造，整数解線型言|画法問題， r経済学論究」第18巻第2号，昭和39年。




[l6] Hadley. G" Nonl間印γ 即 iDynan問 cProg叩例勿~íng. Chap七 8，Integer Linear 
Programming， 1964 
